
HW #3

1.  Spin Matrices

We use the spin operators represented in the bases where Sz is diagonal:

Sx =
Ñ
�����
2

 880, 1<, 81, 0<<; Sy =
Ñ
�����
2

 880, -I<, 8I, 0<<; Sz =
Ñ
�����
2

 881, 0<, 80, -1<<;
Sx �� MatrixFormikjjjjj 0 Ñ����2

Ñ����2 0

y{zzzzz
Sy �� MatrixFormikjjjjj 0 - ä Ñ�������2

ä Ñ�������2 0

y{zzzzz
Sz �� MatrixFormikjjjjj

Ñ����2 0

0 - Ñ����2

y{zzzzz
(a) Obviously two matrices commute when they are the same: i = j .  Also, it is obvious that @Si , S j D  is anti−symmetric in
i� j  because @S j , Si D = -@Si , S j D .  Therefore, it only reamains to verify 

Sx .Sy - Sy .Sx - I Ñ Sz880, 0<, 80, 0<<
Sy .Sz - Sz .Sy - I Ñ Sx880, 0<, 80, 0<<
Sz .Sx - Sx .Sz - I Ñ Sy880, 0<, 80, 0<<

(b) We define n
®

= HsinΘ cosΦ, sinΘ sinΦ, cosΘL
nx = Sin@ΘD Cos@ΦD; ny = Sin@ΘD Sin@ΦD; nz = Cos@ΘD
Cos@ΘD
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Sn = Simplify@nx  Sx + ny  Sy + nz  Sz D
99 1

�����
2

Ñ Cos@ΘD, 1
�����
2

Ñ Sin@ΘD HCos@ΦD - ä Sin@ΦDL=,9 1
�����
2

Ñ Sin@ΘD HCos@ΦD + ä Sin@ΦDL, -
1
�����
2

Ñ Cos@ΘD==
Eigensystem@Sn D
99-

�!!!!!!!
Ñ2

�������������
2

,
�!!!!!!!

Ñ2
�������������
2

=, 99 I-
�!!!!!!!

Ñ2 + Ñ Cos@ΘDM Csc@ΘD
���������������������������������������������������������������������

Ñ HCos@ΦD + ä Sin@ΦDL , 1=, 9 I�!!!!!!!
Ñ2 + Ñ Cos@ΘDM Csc@ΘD

������������������������������������������������������������������
Ñ HCos@ΦD + ä Sin@ΦDL , 1===

PowerExpand@%D
99-

Ñ
�����
2
,

Ñ
�����
2

=, 99 H-Ñ + Ñ Cos@ΘDL Csc@ΘD
������������������������������������������������������������
Ñ HCos@ΦD + ä Sin@ΦDL , 1=, 9 HÑ + Ñ Cos@ΘDL Csc@ΘD

���������������������������������������������������������
Ñ HCos@ΦD + ä Sin@ΦDL , 1===

Simplify@%D
99-

Ñ
�����
2
,

Ñ
�����
2

=, 99H-Cos@ΦD + ä Sin@ΦDL TanA Θ
�����
2

E, 1=, 9CotA Θ
�����
2

E HCos@ΦD - ä Sin@ΦDL, 1===
Therefore, one can take the the normalized eigenstates to be 

ikjjjjjj cos Θ�����2

sin Θ�����2  eiΦ

y{zzzzzzwith eigenvalue + Ñ�����2 and  
ikjjjjjj -sin Θ�����2  e-iΦ

cos Θ�����2

y{zzzzzzwith

eigenvalue - Ñ�����2 .  

(c) The state with spin along the n
®

 direction is the former, and its probability to have the positive Sz  when measured is

simply given by É YSz = + Ñ�����2 É Sn = + Ñ�����2 ] É2 =

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ H1, 0L 
ikjjjjjj cos Θ�����2

sin Θ�����2  eiΦ

y{zzzzzz 

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ2 = cos2 Θ�����2  .

(d)  Between  n
®

= HsinΘ cosΦ, sinΘ sinΦ, cosΘLand  n
®

’ = HsinΘ ’ cosΦ ’ , sinΘ ’ sinΦ ’ , cosΘ ’ L ,  the  probability  isÉ YSn’ = + Ñ�����2 É Sn = + Ñ�����2 ] É2 =

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ Icos Θ’������2 , sin Θ’������2  e-iΦ’ M 
ikjjjjjj cos Θ�����2

sin Θ�����2  eiΦ

y{zzzzzz 

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ2 = É cos Θ’������2  cos Θ�����2 + sin Θ’������2  e-iΦ’  sin Θ�����2  eiΦ É2 =

cos2 Θ’������2  cos2 Θ�����2 + sin2 Θ’������2  sin2 Θ�����2 + 2 cos Θ’������2  cos Θ�����2  sin Θ’������2  sin Θ�����2  cosHΦ - Φ ’ L
TrigExpandACosA Θ1

��������
2

E2

 CosA Θ2
��������
2

E2

+ SinA Θ1
��������
2

E2

 SinA Θ2
��������
2

E2

+

2 CosA Θ1
��������
2

E CosA Θ2
��������
2

E SinA Θ1
��������
2

E SinA Θ2
��������
2

E Cos@Φ1 - Φ2 DE
1
�����
2

+
1
�����
2
CosA Θ1��������

2
E2

CosA Θ2��������
2

E2

-
1
�����
2
CosA Θ2��������

2
E2

SinA Θ1��������
2

E2

+

2 CosA Θ1��������
2

E CosA Θ2��������
2

E Cos@Φ1 D Cos@Φ2 D SinA Θ1��������
2

E SinA Θ2��������
2

E -
1
�����
2
CosA Θ1��������

2
E2

SinA Θ2��������
2

E2

+

1
�����
2
SinA Θ1��������

2
E2

SinA Θ2��������
2

E2

+ 2 CosA Θ1��������
2

E CosA Θ2��������
2

E SinA Θ1��������
2

E SinA Θ2��������
2

E Sin@Φ1 D Sin@Φ2 D
Simplify@%D
1
�����
2

H1 + Cos@Θ1 D Cos@Θ2 D + Cos@Φ1 D Cos@Φ2 D Sin@Θ1 D Sin@Θ2 D + Sin@Θ1 D Sin@Θ2 D Sin@Φ1 D Sin@Φ2 DL
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This is nothing but 1�����2  I1 + n
®

× n
®

’ M = 1�����2  H1 + cosΗL = cos2  Η�����2 , where Η  is the angle between two vectors, as expected from the
rotational invariance.

2. Sloppy Hydrogen Atom

According to the problem, 

Energy =
1

���������
2 m

 
ikjjj Ñ

�����
d

y{zzz2

-
Z e2
������������
d

-
e2 Z
������������
d

+
Ñ2

����������������
2 d2 m

Solve@D@Energy, dD � 0, dD
99d ®

Ñ2

����������������
e2 m Z

==
Simplify@Energy �. %@@1DDD
-
e4 m Z2
�������������������
2 Ñ2

This actually agrees with the exact result.  (One should be cautioned, however, that the agreement with the exact result is a
coincidence for this particular example.)
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