
HW #3

1.  Spin Matrices
We use the spin operators represented in the bases where Sz is diagonal:

Sx =
—
ÅÅÅÅ
2

 880, 1<, 81, 0<<; Sy =
—
ÅÅÅÅ
2

 880, -I<, 8I, 0<<; Sz =
—
ÅÅÅÅ
2

 881, 0<, 80, -1<<;
Sx êê MatrixFormikjjjjj 0 —ÅÅÅ2

—ÅÅÅ2 0
y{zzzzz

Sy êê MatrixFormikjjjjj 0 - Â —ÅÅÅÅÅÅ2
Â —ÅÅÅÅÅÅ2 0

y{zzzzz
Sz êê MatrixFormikjjjjj —ÅÅÅ2 0

0 - —ÅÅÅ2

y{zzzzz
(a) Obviously two matrices commute when they are the same: i = j .  Also, it is obvious that @Si , Sj D  is anti-symmetric in
iõ j  because @Sj , Si D = -@Si , Sj D .  Therefore, it only reamains to verify 

Sx.Sy - Sy.Sx - I — Sz880, 0<, 80, 0<<
Sy.Sz - Sz.Sy - I — Sx880, 0<, 80, 0<<
Sz.Sx - Sx.Sz - I — Sy880, 0<, 80, 0<<

(b) We define nØ = Hsinq cosf, sinq sinf, cosqL
nx = Sin@qD Cos@fD; ny = Sin@qD Sin@fD; nz = Cos@qD
Cos@qD
Sn = Simplify@nx  Sx + ny  Sy + nz  SzD99 1

ÅÅÅÅ2 — Cos@qD, 1
ÅÅÅÅ2 — Sin@qD HCos@fD - Â Sin@fDL=, 9 1

ÅÅÅÅ2 — Sin@qD HCos@fD + Â Sin@fDL, -
1
ÅÅÅÅ2 — Cos@qD==
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Eigensystem@SnD99-
è!!!!!!
—2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 ,
è!!!!!!
—2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 =, 99 I-
è!!!!!!
—2 + — Cos@qDM Csc@qD

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
— HCos@fD + Â Sin@fDL , 1=, 9 Iè!!!!!!

—2 + — Cos@qDM Csc@qD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
— HCos@fD + Â Sin@fDL , 1===

PowerExpand@%D99-
—
ÅÅÅÅ2 , —

ÅÅÅÅ2 =, 99 H-— + — Cos@qDL Csc@qD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
— HCos@fD + Â Sin@fDL , 1=, 9 H— + — Cos@qDL Csc@qD

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
— HCos@fD + Â Sin@fDL , 1===

Simplify@%D99-
—
ÅÅÅÅ2 , —

ÅÅÅÅ2 =, 99H-Cos@fD + Â Sin@fDL TanA q
ÅÅÅÅ2 E, 1=, 9CotA q

ÅÅÅÅ2 E HCos@fD - Â Sin@fDL, 1===
Therefore, one can take the the normalized eigenstates to be 

ikjjjjj cos qÅÅÅÅ2

sin qÅÅÅÅ2  eif

y{zzzzzwith eigenvalue + —ÅÅÅÅ2 and  
ikjjjjj sin qÅÅÅÅ2  e-if

cos qÅÅÅÅ2

y{zzzzzwith eigen-

value - —ÅÅÅÅ2 .  The state with spin along the nØ  direction is the former, and its probability to have the positive Sz  when measured

is simply given by » XSz = + —ÅÅÅÅ2 » Sn = + —ÅÅÅÅ2 \ »2 =
ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ H1, 0L ikjjjjj cos qÅÅÅÅ2

sin qÅÅÅÅ2  eif

y{zzzzz 
ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ2 = cos2 qÅÅÅÅ2 .

(c)  Between  nØ = Hsinq cosf, sinq sinf, cosqLand  nØ ' = Hsinq ' cosf ', sinq ' sinf ', cosq 'L ,  the  probability  is» XSn' = + —ÅÅÅÅ2 » Sn = + —ÅÅÅÅ2 \ »2 =
ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ Hcos q'ÅÅÅÅÅ2 , sin q'ÅÅÅÅÅ2  e-if' L ikjjjjj cos qÅÅÅÅ2

sin qÅÅÅÅ2  eif

y{zzzzz 
ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ2 = » cos q'ÅÅÅÅÅ2  cos qÅÅÅÅ2 + sin q 'ÅÅÅÅÅ2  e-if'  sin qÅÅÅÅ2  eif »2 =

cos2 q'ÅÅÅÅÅ2  cos2 qÅÅÅÅ2 + sin2 q 'ÅÅÅÅÅ2  sin2 qÅÅÅÅ2 + 2 cos q'ÅÅÅÅÅ2  cos qÅÅÅÅ2  sin q'ÅÅÅÅÅ2  sin qÅÅÅÅ2  cosHf - f 'L
TrigExpandA
CosA q1

ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E2  CosA q2
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E2

+ SinA q1
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E2  SinA q2
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E2 + 2 CosA q1
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E CosA q2
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E SinA q1
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E SinA q2
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

E Cos@f1 - f2DE
1
ÅÅÅÅ2 +

1
ÅÅÅÅ2 CosA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 CosA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 -

1
ÅÅÅÅ2 CosA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 SinA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 +

2 CosA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E CosA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E Cos@f1D Cos@f2D SinA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E SinA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E -
1
ÅÅÅÅ2 CosA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 SinA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 +

1
ÅÅÅÅ2 SinA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 SinA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E2 + 2 CosA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E CosA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E SinA q1ÅÅÅÅÅÅÅ2 E SinA q2ÅÅÅÅÅÅÅ2 E Sin@f1D Sin@f2D

Simplify@%D
1
ÅÅÅÅ2 H1 + Cos@q1D Cos@q2D + Cos@f1D Cos@f2D Sin@q1D Sin@q2D + Sin@q1D Sin@q2D Sin@f1D Sin@f2DL

This is nothing but 1ÅÅÅÅ2  I1 + nØ ÿ nØ 'M = 1ÅÅÅÅ2  H1 + coshL = cos2  hÅÅÅÅ2 , where h  is the angle between two vectors, as expected from the
rotational invariance.

2. Sloppy Hydrogen Atom
According to the problem, 
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Energy =
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

 ikjjj —
ÅÅÅÅ
d
y{zzz2 -

Z e2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

-
e2 Z
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅd +

—2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 d2 m

Solve@D@Energy, dD ã 0, dD99d Ø
—2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe2 m Z ==
Simplify@Energy ê. %@@1DDD
-
e4 m Z2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 —2

This actually agrees with the exact result.  (One should be cautioned, however, that the agreement with the exact result is a
coincidence for this particular example.)

3. Classical Uncertainty Principle
(a) The Maxwell's equations in vacuum are given by 

“
Ø

ÿE
Ø

= 0

“
Ø

ÿB
Ø

= 0

“
Ø

µE
Ø

+ t B
Ø

= 0

c2  “
Ø

µB
Ø

- t E
Ø

= 0
In this problem, there are only x  and t  dependence, and the only non-vanishing components are Ey and Bz .  Then the Max-
well's equations reduce to

“x Ey + t Bz = 0
-c2  “x Bz - t Ey = 0

Putting them together, they reduce to a simple one-dimensional equation,
c2  “x

2 Ey - t
2 Ey = 0.

Any function of the combination c t - x  satisfies this equation, namelyHc2  “x
2 -t

2 L f Hc t - xL = 0.
Because the form of Ey  given in the problem is a function of c t - x  only, it solves the Maxwell's equations automatically.
The form can be sketched as

HW3.nb 3



PlotASinA2 p n Jt -
x
ÅÅÅÅ
c
NE E-Hx - c tL2 ê2ês2 ê. 8t Ø 0, n Ø 1, c Ø 1, s Ø 10<,8x, -30, 30<, PlotRange Ø 8-1, 1<E
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1

Ü Graphics Ü

It oscillates  just like  the plane waves,  but  is localized.  The "uncertainty" is defined  using the formula analogous  to the
quantum mechanical wave function.  First the "norm,"

IntegrateAJSinA2 p n Jt -
x
ÅÅÅÅ
c
NE E-Hx - c tL2 ê2ês2 N2 ê. 8t Ø 0<, 8x, -¶, ¶<E

IfAImA n
ÅÅÅÅc E == 0 && Arg@sD > -

p
ÅÅÅÅ4 && Re@s2D > 0 && Arg@sD <

p
ÅÅÅÅ4 ,

1
ÅÅÅÅ2 J1 - ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N è!!!p è!!!!!!
s2 , ‡

-¶

¶

‰- x2ÅÅÅÅÅÅÅ
s2 SinA 2 p x n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc E2
 „xE

norm = SimplifyAPowerExpandA 1
ÅÅÅÅ
2

ikjjj1 - ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzz è!!!!
p

è!!!!!!
s2 EE

1
ÅÅÅÅ2 J1 - ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N è!!!
p s

We set the overall normalization E0 = 1 throughout as it drops out after taking the norm correctly into account.

Next the expectation value

IntegrateAJSinA2 p n Jt -
x
ÅÅÅÅ
c
NE E-Hx - c tL2 ê2ês2 N2  x ê. 8t Ø 0<, 8x, -¶, ¶<E

IfARe@s2D > 0, 0, ‡
-¶

¶

‰- x2ÅÅÅÅÅÅÅ
s2 x SinA 2 p x n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc E2  „xE
OK, this vanishes.  Finally the variance,

IntegrateAJSinA2 p n Jt -
x
ÅÅÅÅ
c
NE E-Hx - c tL2 ê2ês2 N2  x2 ê. 8t Ø 0<, 8x, -¶, ¶<E

IfAImA n
ÅÅÅÅc E == 0 && Arg@sD > -

p
ÅÅÅÅ4 && Re@s2D > 0 && Arg@sD <

p
ÅÅÅÅ4 ,

‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

è!!!
p Hs2L3ê2 Jc2 J-1 + ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 N + 8 p2 n2 s2N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 c2 , ‡
-¶

¶

‰- x2ÅÅÅÅÅÅÅ
s2 x2 SinA 2 p x n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc E2  „xE
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SimplifyAPowerExpandA ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

è!!!!
p Hs2L3ê2 ikjjjc2 ikjjj-1 + ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzz + 8 p2 n2 s2y{zzzÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 c2

ì normEE
s2 Jc2 J-1 + ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 N + 8 p2 n2 s2N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 c2 J-1 + ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 N

One can write it as HD xL2 = 1ÅÅÅÅ2  s2 H1 - e-g L + 2 g e-g

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1-e-g , where g = 4 p2  n2  s2 ê c2 .  It is especially simple when g p 1, whenHD xL2 = 1ÅÅÅÅ2  s2 .

(b) The Fourier transform to the frequency domain is given by

IntegrateASinA2 p n Jt -
x
ÅÅÅÅ
c
NE E-Hx - c tL2ê2ês2  EI 2 p f t ê. 8x Ø 0<,8t, -¶, ¶<, Assumptions Ø 9ReA c2

ÅÅÅÅÅÅÅ
s2

E > 0=E
IfAIm@f - nD == 0 && Im@f + nD == 0,

-
Â ‰-

4 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J‰
2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 - ‰
2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N "#####pÅÅÅ2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#######c2ÅÅÅÅÅÅ

s2

, ‡
-¶

¶

‰2 Â f p t- c2 t2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 s2 Sin@2 p t nD „tE

SimplifyAPowerExpandA-
Â ‰

-
4 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
ikjjj‰

2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 - ‰

2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzz"######pÅÅÅ
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#######c2ÅÅÅÅÅÅ
s2

EE
-

Â ‰-
4 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J‰
2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 - ‰
2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N "#####pÅÅÅ2 s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc

Again starting with the norm(dropping the overall f -independent factors),

IntegrateAikjjjj‰-
4 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
ikjjj‰

2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 - ‰

2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzzy{zzzz2, 8f, 0, ¶<E
IfAReA s2

ÅÅÅÅÅÅÅc2 E > 0,
‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J-1 + ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 è!!!
p "#######s2ÅÅÅÅÅÅc2

, ‡
0

¶

‰-
8 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J‰
2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 - ‰
2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N2  „fE
norm = SimplifyAPowerExpandA ‰

- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

ikjjj-1 + ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
y{zzzÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
è!!!!

p
"#######s2ÅÅÅÅÅÅ

c2

EE
c J1 - ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2è!!!
p s

Next, the average frequency,
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IntegrateAikjjjj‰
-
4 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
ikjjj‰

2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 - ‰

2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzzy{zzzz2  f, 8f, 0, ¶<E
IfAReA s2

ÅÅÅÅÅÅÅc2 E > 0,
n2 ErfA2 p "############n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc2 E
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 è!!!p "############n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc2

, ‡
0

¶

‰-
8 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J‰
2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 - ‰
2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N2 f „fE
SimplifyAPowerExpandA n2 ErfA2 p "############n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
E

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
è!!!!

p "############n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

E ì normE
n Erf@ 2 p n sÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2

One can write it as n Erf@g1ê2 DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1-E-g , where g = 4 p2  n2  s2 ê c2 .  It is especially simple when g p 1, when it reduces to nothing but n.
Finally the dispersion in the frequency is

IntegrateAikjjjj‰
-
4 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
ikjjj‰

2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 - ‰

2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzzy{zzzz2  f2, 8f, 0, ¶<E
IfAReA s2

ÅÅÅÅÅÅÅc2 E > 0,
‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J-c2 + c2 ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 + 8 ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 p2 n2 s2N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 p5ê2 s2 "#######s2ÅÅÅÅÅÅc2

,

‡
0

¶

‰-
8 p2 If2 +n2 M s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 J‰
2 p2 Hf-nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 - ‰
2 p2 Hf+nL2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N2

f2  „fE
SimplifyA
PowerExpandA ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2
ikjjj-c2 + c2 ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 + 8 ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 p2 n2 s2y{zzzÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

16 p5ê2 s2 "#######s2ÅÅÅÅÅÅ
c2

ì norm -
ikjjjjjjj n Erf@ 2 p n sÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c
D

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1 - ‰- 4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzzzzzz2EEikjjjJ-1 + ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N Jc2 J-1 + ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 N + 8 ‰
4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 p2 n2 s2N - 8 ‰
8 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 p2 n2 s2 ErfA 2 p n s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc E2y{zzz ìikjjjj8 J-1 + ‰

4 p2 n2 s2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 N2 p2 s2y{zzzz

Namely,  HD f L2 = n2 HH1-e-g L HH1-e-g L+2 gL-2 g Erf@g1ê2 DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 g H1-e-g L2  which  simplifies  to  HD f L2 = n2  1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 g = c2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ8 p2  d2 when  g p 1.   Therefore,HD xL2  HD f L2 = c2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ16 p2 .

Once interpreted as a photon, HD f L2 = c2 HD pL2 ë h2 , and hence HD xL2  HD pL2 = —2
ÅÅÅÅÅÅÅ4 , as expected.
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